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ベクトルの内積を，ベクトル空間や双対空間といった代数的な視点からもう一度考えてみます．ベクト

ル x, y の内積は一般にスカラーになりますから，スカラー λ を使って次のように表わせるとします．

x · y = λ (1)

内積は二つのベクトルに関して対称ですが，ここで仮に内積という演算を y に作用する関数と見て次のよ

うに書いてみましょう．

φx(y) = λ (2)

ちょっと見方を変えてみただけで，式 (2) の意味は式 (1) と全く同じです．しかし，こうやって違う記号

で眺めてみると面白いことが見えてきます．関数 φx は内積の性質から言って，次式を満たします．

φx(αy1 + βy2) = αφx(y1) + βφx(y2) (3)

この形を見てピンと来て欲しいところですが，φx はベクトル空間 V の元 y ∈ V に対する線形関数になっ

ています．（線形関数の定義は ベクトル空間と線形写像 を参照して下さい．）特に，φx は y をスカラー

λ に対応させる写像ですから線形汎関数になっており，φx は V の双対空間 V ∗ の元だと考えられます．

（線形汎関数と双対空間については 双対空間 を参照．）

ベクトル x に対して φx は一つに決まりますので，この対応を写像 Φ で表わすことにしておきます．

Φ : x ∈ V 7−→ Φ(x) = φx ∈ V ∗

式 (1) を x に対する関数 ψy(x) = λ と見ても良いことを考えると，この写像 Φ は，内積の線形性より

Φ(αx1 + βx2) = αΦ(x1) + βΦ(x2) を満たすはずで，線形写像であることが分かります．ただの内積の

話が，なんだかアヤシイ感じになってきましたね．内積を線形関数だなんて考えてみたことのなかった人

は吃驚したかも知れません．

Important

内積は線形汎関数だと見ることもできる．

この写像，Φ は一体どのような種類の写像なのかと言えば，V と V ∗ の 同型写像 です．

theorem

Φ は同型写像 V 7−→ V ∗ です．

http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/VectorSpaceV/
http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/DualSpace/
http://www12.plala.or.jp/ksp/algebra/Homomorphic/
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proof

いま示したいのは『 Φ(x1) = Φ(x2) =⇒ x1 = x2 』です．Φ(x1) = Φ(x2) は φx1 = φx2

と同じ条件ですから，結局，『全ての y に対して φx1(y) = φx2(y) =⇒ x1 · y = x2 · y 』
を示せば良いことになります．x1 · y = x2 · y は (x1 − x2) · y = 0 と変形できますが，い

ま y としては任意のベクトルを選んでいますので，全ての y に対してこの条件が満たされ

ることになります．ということは，y = x1 − x2 を選んでも良いはずですが，そうすると

(x1 − x2) · (x1 − x2) = 0 を得ます．このとき |x1 − x2| ≥ 0 より，x1 = x2 が要請され，

『 Φ(x1) = Φ(x2) =⇒ x1 = x2 』が示されます．このとき Φ による写像 V 7−→ V ∗ は一対

一写像で，同型写像となります．■

ここまでの議論を整理しておきましょう．最初は，ベクトル空間 V の元 x,y に内積を定義しただけ

ですが，内積を線形汎関数と考えることで，V と双対空間 V ∗ の間に同型写像 Φ が与えられてしまいま

した．

Important

内積は，ベクトル空間 V とその双対空間 V ∗ の間に同型写像を与えます．

内積の意味は，今までにも色々な記事で議論してきました．図形的に絵を考えてみたり，『二つのベクト

ルの似ている度合いを測る指標だ』というような説明もありました．ベクトル空間に距離関数を導入する

という役割もありました．いま，全く代数的な視点から『内積はベクトル空間と双対空間の間に同型写像

を与える』という役割も見えてきたわけです．

実際に計算してみる

『内積が同型写像を与える』とはどういうことか，実際に計算して考えてみましょう．ベクトル空間 V

の基底を {e1, e2, ...,en}，双対空間 V ∗ の基底を {e1,e2, ..., en} とします．
また，基底同士の内積は ei · ej = gij，もしくは ei · ej = gij と置きます．（ 計量テンソル 参照．）い

ま，ベクトル空間 V の元 A は基底 ei を使って次のように表現できるでしょう．

A = A1e1 + A2e2 + ... + Anen (4)

このとき，双対基底の性質 ei · ej = δj
i により，次式がなりたちます．

Ai = A · ei (5)

一方，A と ei の内積を考えると，計量テンソルを使って次式のように表現できます．

A · ei = A1(e1 · ei) + A2(e2 · ei) + ... + An(en · ei)

= A1g1i + A2g2i + ... + Angni

= gijA
j (6)

式 (5)(6) より次式を得ます．

(A · ei) = gij(A · ej) (7)

— 物理のかぎしっぽ http://www12.plala.or.jp/ksp/ —

http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/MetricTensor/
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なんだか面白い形に帰着しました．A は任意の関数でしたから，両辺の内積を『 A の関数』と考えれば，

形式的に次のように書けます．括弧の右側が開いているのは，右から何かベクトルが作用するのを待って

いる状態だということを少し大袈裟に表現してみただけです．

(ei· = (gije
j · (8)

前セクションで，ベクトル x を x との内積 φx に対応させる同型写像 Φ を考えましたが，Φ を使えば，

式 (8) は双対基底と Φ の間に次の写像関係があることを主張している式だと見ることができるでしょう．

gij が Φ に当たります．

Φ : V 3 ei 7−→ gije
j ∈ V ∗ (9)

ベクトル空間 V から双対空間 V ∗ への写像という文脈で，計量テンソル gij が果たしている役割がよく

分かると思います．Φ は同型写像ですから逆写像がありますし，V と V ∗ は双対ですから，当然次式もな

りたちます．

Φ−1 : V ∗ 3 ei 7−→ gijej ∈ V (10)

実は，式 (9)(10) は『添字の上げ下げ』として知られる操作で，計量テンソルとヤコビアン で勉強します．

単に『添字の上下を入れ換える』という機械的操作として ei = gije
j , ei = gijej を暗記している人もい

ると思いますが，内積が線形関数だと考えられること，内積によってベクトル空間と双対空間の間に同型

写像を入れられること，この一対一対応によってベクトル空間の基底 ei と双対空間の基底を関係付けら

れること等を，きちんと数学的に頭の中で整理しておくと添字に対する洞察が深まると思います．

Important

計量テンソルで添字を上げたり下げたりするのは，V と V ∗ を行ったり来たりする写像です．

上下に分かれた添字のシステムがよく出来ていることをだんだんと実感して来て頂けると良いです．

— 物理のかぎしっぽ http://www12.plala.or.jp/ksp/ —

http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/MetricTensorJacobian/

	実際に計算してみる
	 


