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座標変換のされ方に従い，共変ベクトルと反変ベクトルという種類があることを 共変ベクトルと反変ベ

クトル で勉強しました．また，通常は基底ベクトルと成分で添字の上下が逆になるように表現します．つ

まり，共変ベクトルでは成分の添字は右下に，基底の添字は右上に書き，反変ベクトルでは成分の添字は

右上に，基底の添字は右下に書きます．

この記事では，ここに出てきた，共変基底と反変基底という二種類の基底の相互関係を勉強します．

双対基底

二つの基底の組 {e1, e2,e3}, {e1, e2,e3} が次の関係を満たすとき，この二つの基底は互いに 双対で
ある と言い，これらを 双対基底 もしくは 相反基底 と呼びます．

ei · ej = δj
i (1)

既に 共変ベクトルと反変ベクトル の記事に双対基底は出てきていましたが，互いの関係には何ら触れら

れていませんでした．いよいよ話題は，双対基底が互いに満たす関係へと突入です．

Important

ei · ej = δj
i

双対基底の定義式はこれだけです．この次のセクションでは，実際に基底 {e1, e2, e3} が与えられたと
きに，その双対基底 {e1, e2, e3} をどのように決められるのかを考えます．

双対基底を求める

まず定義より e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0 が成り立ちますから，e1⊥e2, e1⊥e3 が分かります．これより

e1 ‖ e2 × e3 が言えますから，適当なスカラー λ を使って次式のように表現できます．

e1 = λ(e2 × e3) (2)

http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/CovariantContravariant/
http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/CovariantContravariant/
http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/CovariantContravariant/
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一方，やはり定義より e1 ·e1 = 1 ですから，式 (2) の両辺に e1 の内積を取ると次式が成り立つはずです．

e1 · e1 = λe1 · (e2 × e3) = 1

これより，先ほど仮に置いておいた定数 λ を共変基底 {e1, e2, e3} だけで表現できます．

λ =
1

e1 · (e2 × e3)

これを式 (2) に代入すれば次式を得ます．

e1 =
(e2 × e3)

e1 · (e2 × e3)

与えられた共変基底 {e1, e2, e3} だけで反変基底 e1 を表現できました．e2, e3 も同様に求めることが出

来ます．以下に結果だけ書きます．

e1 =
(e2 × e3)

e1 · (e2 × e3)
(3-1)

e2 =
(e3 × e1)

e2 · (e3 × e1)
(3-2)

e3 =
(e1 × e2)

e3 · (e1 × e2)
(3-3)

全く同様の計算により，逆に反変基底 {e1, e2,e3} で共変基底 {e1,e2, e3} を表わすこともできます．

e1 =
(e2 × e3)

e1 · (e2 × e3)
(4-1)

e2 =
(e3 × e1)

e2 · (e3 × e1)
(4-2)

e3 =
(e1 × e2)

e3 · (e1 × e2)
(4-3)

式 (3 − 1)(3 − 2)(3 − 3)(4 − 1)(4 − 2)(4 − 3) が，確かに式 (1) の定義を満たすことを確認してみてくだ

さい．

双対基底の性質

双対基底の性質として，次の二つが重要です．

1. もしも {e1, e2, e3} が右手系ならば {e1, e2,e3} も右手系，{e1,e2, e3} が左手系ならば
{e1, e2, e3} も左手系になります．逆も然りです．右手系と左手系が入れ替わることはあり
ません．

— 物理のかぎしっぽ http://www12.plala.or.jp/ksp/ —



双対基底 3

2. もしも {e1, e2, e3} が直交基底ならば，双対基底は {e1, e2, e3} 自身になります．（二つの
双対基底は同一になります．）

e1, e2 and e3 are orthogonal. ⇐⇒ e1 = e1, e2 = e2,e3 = e3

この記事では，双対基底が満たすべき関係として ei · ej = δj
i を定義しました．それ以降の議論は全て双

対基底の定義式だけから導かれたものです．計算自体は難しくなかったと思いますが，『そもそも最初の人

はどうして双対基底なんて思いついたんだ？』という，いわば双対基底の概念の出所ともいうべく部分が

まだ不明瞭だと思います．

双対基底の概念の拠り所ともなっている数学的な背景は，次の ベクトル空間と線形写像，双対空間 で

取り上げます．抽象的な議論になりますが，そもそも私達がその上でベクトルの計算を行っている，いわ

ば数学的な土俵に関して議論し，双対基底という概念が出てくる背後の代数的な構造そのものを勉強する

ことになります．

また，基底が直交しない場合，ベクトルの成分を表わすのは面倒ですが，双対基底の概念を使うと簡単

に表わすことができます．ベクトルの成分を表わす でその話題を取り上げます．これは双対基底の一つの

利用法です．

— 物理のかぎしっぽ http://www12.plala.or.jp/ksp/ —

http://www12.plala.or.jp/ksp/vectoranalysis/VectorSpaceV/
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